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Uno de los verbos más utilizados en ma~emáticas es comparar. Dicho de otro
modo, una de las principales actividades matemáticas es la de comparar entes
matemáticos. Definitivamente somos seres contradictorios. Decimos qu~ .las
comparaci~nes son inole~tas, pero hemos dedicado buena parte'de nuestra vida
a hacer comparaciones.
Si los entes matemáticos hablaran, posiblemente nos criticarían por el hecho
de comparados según sus "cllalidades" conjuntistas, algebraicas, analíticas o
topo lógicas. .Una deñnidón" matemática' se hace para escoger de una clase
dada de objetos algunos' ql1e por el hecho de poseet ciertas cualidades tienen
un nombre (yun trato )especia.l. Es chu-o en'tonces qUEdasmismas definiciones
involucran comparaciones.
Ahora bien, ¿cómo comparamos dos objetos dados? Eso dependerá de la cate-
g&r!~,8cJa,t',:Ualpertenezcan losobjetq~~,pitemos un ~eIt\p)o. Cua,nd,o nos pro-
ponemos comparar los objetos Z (números enteros) y)Q:(~~merp.s racionales)
es.n~ce~ari~ ~ber si en el mom~p.~ot?e la compar~ci~Z;t~)rQ. s~n simple-
mente conjuntos o son conjuntos con cierta estructura (algebraica o topológica,
por ejemplo r ' 'Más precisamente';': p6(iemos compara.rZ 'y-Q ¿bmo conjun-
tos, como conjuntos ordenados, como grupos, como anillos o como espacios
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topo16gicos. Aps.recen entonces los conceptos de fun~ión, homomorfismo., iso-
morfismo, función continua y homeomorfismo. Es claro entonces que-laS fun-
ciones matemáticas, como las definiciones, involucran comparaciones. El sim-
bolismo de "puntos" y "flechas" es precisamente la generalización categórica
del concepto de función y, en el orden de ideas expuesto, también involucra
comparación. _ .
."~;) : ~-. ")t ,.,.,' ' .: .-',', '
Es este artículo contiiluaremos siendo cóntradidÓrios: seguieremos compara-
ndo objetos matemáticos, ahora a través de las llamadas conexiones de Galois.
El tan conocido simbolo A -+ B le dará paso al símbolo A ~ B, lo cual podría
sugerir una comparación "menos molesta" para B (ó para A):
. H ..
Se incluye~rt.~~p.n:asdefiniciones bás~cas que serán utilizadas.
'. J ~
2.1. Un par (X, j)es una. clase preordenada si X es'una 'Clase no vacía y j
es una relación reflexiva y transitiva en X.
1. "es una clMectiyos miembros son llamados C-objetos.
2. Para c~a ,P~ (A, B) de C~bjetos existe un conjunto modA, B)
cuyos miembros son llamados C.,.-morfismosde A en B. (La afir~
mación f E mor (A, B) se puede expresar por f : A -+ i3 o. por
AL B).
idA3. ' Para cadaC-objeto A existe un morfismo A --+ B, llama<io C-
identidad de A.
4. "ó" es tina ley de composición que asocia a cada par de C-morfismos
.: A. -L. D yD Y...., C un C-morfismo Ago~ e, llamado el coh1puestb
de f y g,., ,,' ..
(a) La composición es asociativa, es dech.."para morfismos A,L B"
B Y...., e y C ~ D se tiene la igualdadh o (g o j}';: (h ~,g}o /:.,1
,-(b) Las C-ident~des actúan~II1o identidá.defi <;00 résp~toala ¿om-
posición; es decir, para cada C-morfismo A -L.' B se tiene qU~
f o 'idA = f Y -¿dB o f = f·
Cuando o y mor(A, B) son conglomerados'("~1eI;ciones declMes"), C
es una cuasicategoría.
2.3. La categoría opuesta o dual de C es la categoría Cap. = (o, morap,id, oap),
donde morap(A,B) = mor(B, A) Y f oap 9 = 9 o f.
.: . . ,.~ .. ;:
2.4. Una categoríaC es una subcategoría de UJI.,acateg()ría e' si:
1. Ob(C) ~ Ob(C');
2. Par8.cualesquiera A, B E Ob(e), more (A ,B')'~ mOfe/(A, B); ,
3. Para cada C-obJ~~o A, ~a\P'-ideJ?-tidadde A es l~ '<?:-identi?ad de
A; "".
4. La ley de composi<:iónen C es la restriccióndelaley,de composición
en C' a morfismos de C.
Cuando en 2. se tiene la igualdad, C es una subcategoría plena de C'.
2.5. Si C y C' son categorías, un functor F de C en C' es una función que
asigna a cacla C-objeto A un C'-obje.to F(A) y a ca.da C;:.r,norfismo
AL B un C'..".morfismoF(A) FE) F(B) talque .
1. F preserva la composición, es decir,.,F (g o f)=, F (9)0 F U),
cuando 9 o f está definido;.
2. F preserva identidades, es decir, F (idA) = idF'(A) 1 para.cada C..".
objetoA .. '
2.6. S~a F.: 9-+ C' un !u,nl:;tor.F es un functor fiel .si cada restricción de
f: m,or(~, B.) -+ mQ~'(f(A),F(B)) eS inyecti~E),'
2:7; Se'á.'C una categoría. Una céltegoría~concreta'sobre e es un par (A,U)
ddri.deA estioa ca~egoríay U :A ~ Cesmi'funCtOr fiel. Unaca.tegoría
concreta sobre coIiju'ntosy fuildoneseslla.Jlüi~aun consfructo~, '.
2.8. Si (A, U) y (A', V) son categorías concretas sobre e, un functor concreto
de (A, U,) en (A'.,V) es un flJnctor F :A -+ A~,co.n.JJ::;:y: °rF.:. ! ..t
2.9. Sea (.A, U}ufi'a categoría concreta sobre C. 'La.fibr¡¡dewi,C-objetoGes
la clase preordenada de todos los A-objetos A co~ l!.{A.) = e ordenada
por A ::S B si y sólo si idc : U(A) -+ U(B) es un .A-~orA~mo.
2.10. Si F Y G son functores concretos de (A, U) en (A', v), entonces P es
más. fino que G (G ~s más grueso que F), denotado por F ~ G, dado
que F(A) ~ G(A) para cada A-objeto A ..
2.11. Bea K un,a extensión del campo F. K es una extensión finita de F si
1 " ~ • ¡f •
[K : F] = dim F(K) < oo. "
2.12. Sea K un campo. Si O es un, grupo de automorfismp de K, entonces el
campo fijo de G es el conjunto de elementos de a E K tales que a (a) = a
para todo a E G.
2.13. Sea K una extensión del'campo F. El grupo de automorfismos de K
'relativos a F,denotado'por:G (K/F), es el conjunto de todos los auto-
mofismos de K que dejan fijos todos los elementos de F.
2.14. Sea K un campo una extensión del campo F. Se dice que K es una
extensión normal de F si F es campo fijo de G (K / F). '
En teoría de categorías, un functor es un ente matemático que puede verse
como un "homomorfismo entre dos categorías" (algo que "compara dos cate-
gorías"). Los fundores permiten transportar problemas de un área de la
matemática a otra en las cual las soluciones se conocen.
Por ej~mplq, la Topología Algebraica es el estudio de problemas topológicos
por métodos algebraicos. Una corriente actual de investigación matemática
está encauzada por la generalización en categorías de ciertaS propiedades
topológicas, tales como la conexidad y la compacidad.
En dicho campo de investigación juegan papel impo~tante ciertas parejas d~
funciones entre clases preordenadas (que pueden verse como parejas de func-
tores entre categorías) llamadas Conexiones de Galois. Aunque no'profun-
dizaremos en el 'estudio categórico de las conexiones,de Galois, 'sí presentare-
mos cierto' tipo de conexiones muy utilizadas para la investigación en Teoría
de Categorí~.,
..
Definición 1. Sean A = (A,~) y B = (B,~) dos clases preordendas. Una
:. .;. .' . F .•,·" . . .
conexi9nde Galois(Tipo 1) A -e B es una pareja. de funcionesF={F*, F*1,
Ji'. . . " , ,.
A ~ 1}, que satisface:
F·
L a ~ a/~ F",(a) ~ F",(a,'); b ~ b' ~ F"'(b) ~ F"'(b').
2. F", 1- F"', es decir, a ~ F"'F",(a) y F",F"'(b) ~.b.
Cuando, además, F"'I- F"" la conexión es una equivalencia de Galois.
Las clases AF~ {a E: A I a ~ F'" F",(a,)}, B F = {b E B I F",F"'(b) ~ b} son las
clases de puntos fijos ide Galois.
Ejemplo 1. Sean A..•B conjuntos, á = (1'(A), ~), B = (1'(B), ~), A L B
F
una función, A ---4 B, F",(X) = ¡(X), F"'(X) = ¡-l(X).
. P
Ejemplo 2. R ~ X x Y, A == (1'(X), ~), 'ª- = (1'(Y), 2), A -. B, p",(A) =
{y E Y I Va E A, (a,y) E R} Y p"'(B) = {x E X:Vb E B, (x,b) E R}.
Este tipo de conexiones se denomina polaridad.
Del siguiente ejemplo (estudiado en detalle en cursos de Teoría de Galois)
toman precisamente su nombre las conexiones de Galois; además, el ejemplo
corresponde a otro tipo de conexiones de Galois, diferente al de la Definición
L
Ejemplo 3. Sea D una extensión finita de F y sea E un' campo intermedio
F ~ E' ~ D. Sea G (D IF) el grupo de automorfisn1os de 'D' que fijan F. Sea
G (DI E) el grupo de automorfismos de D que fijan E. Sea H un subgrupo
de G (D IF). Entonces los elementos de D que son fijados por cad~ h· E H
forman un campo' intermedio EH, con F ~ EH ~ D. (Cadasllbcampo
define u.n subgrupo y ca,da subgrupo define un subcampo. En general, la
correspond~nci~ no es un~ a uno, como se ilustra en la figura 1). "'. ;.-'~, '. '. \'
Veamos ahdra algunas de las propiedades d~ conexiones de Galois.
F
Sea A ---4 B una conexión de Galois. Entonces
3. Para iodo a E A, (F"''F",(a), F",(a)) es un par fijo de Galois.
4. Para todo b E B,'(P~(o),F*F"'(b» es·un'pa.r fijo de Galois.
5. a ~ ;"'(6) {:> F~'(af~ b, para cual~squiera a E A yb f=·B.
6. Las 'restricciones de·iP. y P- á ·F••(A) Y F*(B) definen una correspon-
dencia uno s' uno. ;,. "
.Figura 1: (a) F.~ E ~ D. (b) Todos los automorfismos de G (DjF) fijan ¡F.
(e) Sólo los automorfismos de G (D j E) fijan E~
4. Conexioli~s de Galois (enfoque categórico)
Definición '2. Sean A y B categorías concretas sobre X. SrG :'A ~ B Y
F : B -4 As6nfunetores concretos sobre X, entonces el par (F,G) es una
correspondencia de Galois( entre A y l1. sobre X) si F oG ~ idA Y idB ~ G oF.
(Cuando X = 1 (categoría terminal), la correspondencia es una conexión de
Ga10is).
1. Si (F, GJes una,correspondecia de Galois eQtre A y B Y (FJj) es una
correspondencia d~ e;alois entre B y e entonces (F o F, e o G) es una
correspondencia de Galois entre A y º- (simbolizada por (F, e) o(F, G».
·2. Si (F, G) esunacQfrespondecia de Galois ent~e A y l1. sobre X entonces
(Gap, FOP) es una correspondencia de Galois en,~fe BDP yADP so,pre XDP.
3. Considerando los clases preqrd~~~.como objetos y las conexiones de
Galois como morfismos, se ~bÚene' una cuasicategoría en donde la ley
de com.posic~9n"está dada por 1. Esta cuasicategoría se s~boliza por
GACO. .
AnaliCemos,fina.lIriente, las conexiones de Galois entre colecci~Iies de clases.
Sea X = Ab. Si S(Ab) = {subcategoría de Ab}, A ~ B'{:} A ~ B en
F
S(Ab). Consideremos S{Ab) ;= S(Ab) definidas por
T
F(A) =, {y E Ab I hom(x, y) ={O},V'x E 4},
T(~) = {x E ~b I hom(x,y) = {O},V'y E AJ.
. '"r (l. .~
¿Es (F, T) una conexión de Galois?
Un conocido teore~~ de ~\a.categoría Grp es el siguien:te~
Teorema 1 (Factorización de conexiones de Galois). Sea F : G -+G'
un morñsmo con núcleo K 1 Y sea N AG. Entonces existe una factorización de
F a través de G/IV si y sólo 'si N ~ K. re
G/N - G'
cp
(s,nf'[
iC L(M) ......................•S(X)
(D,K)
(b)
Existen conexiones de Galois entre clases de objetos y clases de momsmos
de una categoría dada que factorizan a través de ciertos sistemas llamados
"operadores de clausura idempotentes sobre la categoría" (véase por ejemplo
[3]).
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